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Neue Integration* - Methode für Differenzen-Gleichungen, 
deren Coefficienten ganze algebraische Functionen der unab¬ 
hängigen Veränderlichen sind. 

Von Simon Spitzer, 

Professor der Algebra und des Merkantilreehnens an der Wiener Handels-Akademie. 

(Vorgetragen in der Sitzung am 4. Februar 1838.) 

Die Arbeit, die ich hier der hohen kaiserlichen Akademie der 
Wissenschaften ehrfurchtsvoll vorlege, hat zum Zwecke die Auflösung 
nachfolgender Gleichung: 


X n f(x -j--f- Xn—\f(x -f n — 1) + • • • • 1 ) +0 (1) 


in welcher: 



gegebene, ganze algebraische Functionen von x sind, denn auf diese 
Form (1) lässt sich jede lineare Differenzen-Gleichung mit ganzen 
algebraischen Coefficienten bringen. 

Ich betrachte eine lineare Differenzen-Gleichung mit ganzen 
algebraischen Coefficienten als aufgelöst, wenn es mir gelungen, ihre 
Integration abhängig zu machen von der Integration einer linearen 
Differential-Gleichung mit ganzen algebraischen Coefficienten. 

Der Weg nun, den ich einschlage, um die vorgelegte Gleichung 
(1) zu integriren, ist ein neuer, und scheint mir höchst merkwürdig 
und beaehtenswerth. Ich setze nämlich das Integrale der vorgelegten 
Gleichung in Form eines Differential-Quotienten voraus mit variablem 
Differentiationsindexe, nämlich: 




x 


woselbst y(r) eine, einstweilen noch unbestimmte Function von r 
bedeutet, und X eine eonstante Zahl ist, die nach verrichteter 
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x maliger Differentiation von ^ (r) in dem so erhaltenen Kesullate 
statt r gesetzt werden muss. 

Wenn nun die Coefiicienten der vorgelegten Gleicliung folgende 
Gestalt haben: 

= u n -f- ö n x -f- c n x 2 + - \- h u x m ~ l -f- k n x m 

A,|_i = (l H —\ -f- ^«—1 X -f- C n —{X 2 -f- • . • • -f- hn—l X m ~ l -f- 

Ai = (f/j -{- öi x — |- Ci x~ — J- .... — |- h i x m ~ * —f- A’i .r MI 

Ao = (in -f- ö 0 x “f" r 0 .r 2 4" • ■• • ~b //u x m ~* -f- I**i*i' m 


so erhält inan, den in (2) stehenden Werth von f(x) in (1) ein¬ 
führend, und zugleich Rücksicht nehmend auf folgendes System, von 
aus (2) hervorgehenden Gleichungen: 


f (' (- + *) — 


<r?' Q) 

dr* 


/*(.»•+ 2) = 


,l ' v <P" 00 

dt* 


(4) 


/’O+'O = 


d r 'f (n) ()•) 


<lv 


nachfolgende Gleicliung: 


(^b~(" ^ ii ■1'* | .i* ~ | 


• • • • + | * ?( /< ) J (r) | 


+ 


-{-(ff«— -—-- 1 + 


dr* 


( 8 ) 


+ (^i + + c \ - r ~ + • • • + ^i 1 + ^ ^ + 

+ ( (l o ö 0 x -f- £ 0 x 2 -j- h () x m ~ ] -|- *« .t’” 1 ) <[ - *— - \ — 0 
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welche sich offenbar auch fblgendcrmassen schreiben lässt: 

<l x ?«(>•) 


(«„ -f k n x + -f h„x m ~ l + k n x m ) 


di- 


+ 


i—J—|-C n — H • * -4 -h„—\.v m 1 — J-ä*„ — ia*”) -—-— -j-f- 


( 6 ) 


+ | («. + b, x + c, *■ + .. • + h t x m ~ l + k t x"‘) - v j + 


dr a 


4 " ) («o 4 " b 0 x 4 - c#o.’ 2 4 - ... 4 - *. x m 1 4” k 0 x’ n ') 


a v V (r) 

dr c 


= 0 . 


Führt man nun nachstehende Bezeichnungsweise ein: 

Uo = a„ <P°° 00 4- ««-1 00 4 - ... 4- «1 y' OO + a « ? 00 

Ui = l>n <p (n ) 00 + bn-l 00 4- • • • 4- bl <f' (>0 4 - Ö 0 <p 00 


Um- 1 = hn <P (H) 00 + kn-ifU-') (r) 4- . . . 4- /(, y' 00 4- h y 00 
Um = k„ f (n ) 00 4- kn-1 y (n-I) 00 + • • • + *0 ?' OO + *0 ? (r) 

f 

so erhält man statt der Gleichung (6) folgende Gleichung: 


d x U Q , , d x U 2 

-(- x ——~ + v' - 

dr x dr x dr x 


+ 


( 3 ) 


+ x m 


d X Um — 1 
dr x 


- X 


d X Um 

dr x 


= 0. 


Die in derselben vorkommenden Ausdrücke: 


I 


d x U i 

x - 

dr x 




d X Um } 
dr x J 

X 


lassen sich aber als x te Differential-Quotienten von Functionen dar¬ 
stellen, welche blos r enthalten, es ist nämlich: 















( 9 ) 
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X 


d x i\ 
(b x 




x*- 


cf U 2 


df 


[ (r _X)«l7,”+(r-X)J7 # '] 

dr 


X •> 


d' V U 3 

dr x 


— l(r-xy ÜJ" + 3 (r- X)* 17," + (»— X) tV] 

dr 


denn in der That, differenzirt man: 

O-A) U,’ 

#mal nach r, so erhält man, von der bekannten Formel Gebrauch 
machend, welche für die wiederholte Differenzirung eines Productes 
gilt : 


o—o 


dr x 


X 


d x l\ 
dr x 


folglich ist die Gleichung: 


cf U { 
dr x 




dr 


dr x 


identisch, falls nur (r — X) -— für r = X Null ist; somit in diesem 

dr x 

Falle die erste der Gleichungen (9) bewiesen. Differenzirt man nun 
den Ausdruck: 


(r — iyU 2 " + (r — A)U.; 
o?mal nach r, so erhält man: 


(r- X)* 


d x U z " 
dr x 


■(*—*)( 2^+1) 


d* LV . . d x U z 


dr* 


+ •** 


dr* 


folglich ist wieder die Gleichung: 


dr* 


= (r-X)» 


dr x 


+ (r_X)(2^+ I) 


-x* 


df 


dr x 
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d x U*" 


f (r—X) (2#+ 1) —— — für 


identisch wahr, wenn (r —fX 3 

dr x ’ v ' dr x 

r = X gleich Null wird, und so lässt sich auch die Richtigkeit der 
dritten Gleichung (9) darthun etc. 

Man hat aber auch allgemein: 


( d x U ] 

| 1 

[ * 

I * dr x J 


1 


[(r — X)» 1 £70) + A , n -1 (r— X)» 1 “ 1 £70-0 + 


. . . . + A z (r-X)*U" + A i (r — X) £7'] 


denn difTerenzirt man die einzelnen Glieder, der in der eckigen 
Klammer stehenden Ausdrücke, so erhält man: 


^ üO -0 

(V—XV" -b- w # fr —X) m_1 

yJ dr x v 


dr 

+ (r —*) (>»-<)« ! 77 + (»>« ! — + 

rfr rfr 

, rf^O-') 

+ A m -i (r - Ä)"‘-'-77-+ ••• 

dr 

d x U' d x U 

+ (r-X) A,_i (JU) (»1-1) • —r + 4»-.(~.) («-!)! —+ 

rfr rfr 


+ 2^o o? (r—X) ———- -\- A z x (#—1)-(- 

rfr * 17 rfr‘ r 


+ A O’-x) 





rf*££ 
rfr‘ T * 


Setzt man hierein r = X, so verschwinden in der Regel alle 
Glieder bis auf jene, welche nicht den Factor r — X besitzen, und 
man erhält: 
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was identisch wird, wenn A { A 2 • * • so gewählt werden, dass 
die Gleichung: 

x» = m\ G) +A m -, (»i — 1) ! (,„*,)+ . • • + A,x(x—\) + A l x 
stattfindet. Sie ist durch x abkürzbar und lässt sich so schreiben : 

( 10 ) A t + A % (.V - 1 ) + A t (.*- 1 ) (. 1 - - 2 ) + ... 

+ A m — i Qv — 1) (o? — 2) ... Qv — m-\- 2) -f- 
+ (x — l)(.r — 2) . . . (x —= 

Setzt man in dieselbe für x der Reihe nach die Zahlen 1 , 2 , 3 , 4, 
so erhält man: 

A t = 1 

At + A 2 = 2 m ~ l 

A x + 2A 2 + = 3 m 1 

At + 3 A* + fi A% + ÖA, = 4'“- 1 


woraus sich leicht die Werthe von A t , A z , A 3 9 A± < . . . ergeben. 

Anmerkung'. Schlöinilch kommt in seinem vortrefflichen Lehrbuche „Theorie 
der Differenzen und Summen“ bei Gelegenheit der endlichen Integration 
der rationalen ganzen algebraischen Functionen ebenfalls zu der Gleichung: 

x"‘ = .1, x + A 2 x (.(' — 1) + A 3 x (a; — 1) (x — 2) + . . . 

+ * (•"«-■ — 1) (a- — 2) . . . (x — m + I) 
und gibt daselbst für Ak folgende schöne Formel: 

+ co (*-*)"■-• • 

Es lassen sich diese Zahlen aber noch auf eine andere, für die 
wirkliche Berechnung bequemere Weise finden, denn offenbar ist A t 
nichts anderes, als der Rest, den man erhält, wenn man x m ~ 1 durch 
x — 1 dividirt, und der hiebei sieh ergebende Quotient ist: 

A + 4(.r—2) + 4C*-2)(>—3)+ . . . 

-f- A m —i (. 1 * — 2) (x — 3) . . . (.t *—m -f- 2) -\- 
4“ G ?; — 2) (cf — 3) . . . (x — w+1) 

ferner ist A 2 der Rest, den man erhält, wenn man den eben gefun¬ 
denen Quotienten durch x — 2 dividirt, und der Quotient dieser 
Division ist: 
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+ + + (.i* — 3) + A 5 (x — 3) (# — 4) + . . . 

+ ^m—i Cv — 3) (# — 4) . . . (# — m + 2) + 

+ 0 l> — 3) (# — 4) . . . (# — + 1) 

eben so ist A 3 der Rest, den man erhält, wenn man den jetzt gefun¬ 
denen Quotienten durch x — 3 dividirt, und der hei dieser Division 
hervor gehen de Quotient ist: 

A k + A 5 O — 4) + A ö (x — 4) (# — 5) + . . . 

+ +„_i(# — 4) (# — 5) . . . O — w + 2)-f 

+ ( tl? _4)(#-5) . . . (#-™+l) 

u. s. f. u. s. f. 

Nun kann man aber bekanntlich Quotient und Rest nach der 
Homerischen Methode durch ein äusserst einfaches Verfahren be¬ 
stimmen; so ist z. B. falls # 5 durch# — 1 zu dividiren wäre, die 
Rechnung folgende: 

t 0 0 0 0 0 

1) I 1 1 i 1 1 

somit der Rest 1, der Quotient # 4 + # 3 + *^ 2 + *r + 1 • 

Wird der gefundene Quotient durch x — 2 dividirt, so hat man : 

1111 1 

2) 1 3 7 153t 

als Rest 31, als Quotient # 3 + 3# 2 + 7# + 15; dieser durch # — 3 
dividirt, gibt: 

1 3 7 15 

3) 1 G 25 90 

90 als Rest, # 3 +G# + 25 als Quotient. Derselbe gibt durch #—4 
dividirt: 

1 G 25 

4) 1 10 G5 

G5 als Rest, #+10 als Quotient, und endlich hat man diesen Quo¬ 
tienten durch x — 5 dividirt: 

1 10 

5) 1 15 

15 als Rest und 1 als Quotient. 


00 
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Stellt man die ganze Rechnung zusammen, so ist sie folgende : 

1 0 0 0 0 0 

1 ) 1 1 1 1 1 1 

2) 1 3 7 15 31 

3) 1 6 23 90 

4) 1 10 63 

3) 1 15 

und man hat: 

a?» = 1 + 310 — 1) + 90 0 — 1) O—2) + 

+ 65 O—1) 0-2)0—3)+13 O—1)0—2) 0—3) 0—4) + 

+ 0-1) 0-2) 0-3) O-*) O-»)- 

Aus derselben Rechnung ergibt sich durch blosse Weglassung 
des letzten Gliedes jeder Zeile: 

#4 = 1 +lS(o?_ l)-f 2S0? — 1)0?— 2) + 

+ 10(o7—1) Gr—2) (o?—3) + (o?— 1) Gr—2) (.r—3) (ar—4). 

Ferner durch Weglassung der zwei letzten Glieder jeder Zeile: 

#3 =1+7 G^— 1) + 6 (#—1)0-2) + (a?—:1) Gr—2) Gr-3) 

durch Weglassung dreier Glieder jeder Zeile: 

#2 =1 + 30 — 1) + O— 0 Gr—2) 

endlich hat man: 

* =1 + 0 — 1 ). 

Man sieht hieraus, dass wenn man auf diese Weise den Werth 
von in der Form: 

A\ + Ai Gr — 1) + (a? — 1) G r — 2) + . . . 

+ A m -1 Gr— 1) Gr— 2) . . . (# — m + 2) + 

+Gr—l)Gr—2) .... Qv — m+i) 

bestimmt hat, aus derselben Rechnung sich unmittelbar die Werthe 
für: 


ergeben. — Folgende Tabelle dürfte daher hier am geeigneten 
Platze sein: 
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1 


01 



1 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1) 

1 1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2) 

1 3 

7 

15 

31 

63 

127 

255 

3) 

1 6 

25 

00 

301 

960 

3025 


4) 

1 10 

05 

350 

1701 

7770 



S) 

1 15 

140 

1050 

6951 




6) 

1 21 

266 

2646 





7) 

1 28 

462 






8) 

1 36 







Durch Substitution 

von: 






f O) = 


d x f(r) 
dr x 


in die vorgelegte Gleichung (1) kömmt man daher zu der Gleichung: 

**u. , d x L\ , ,f C 2 , 

-h x -f- x- -H . . . 

dr x dr x dr x 


+ X 


— 1 


d X Um —1 
dr x 


d x Um | 
d r v 


= 0 


( 2 ) 

( 8 ) 


welche nach Einführung der in (9) aufgestellten Wertlie für: 


an 


d x i\ 
dr x 


0 ? a 


, d x U 2 
dr x 



d x Um 
dr x 


folgende Form annimmt: 

{S [*+ fr-»)K' + 

+ (r —X)t4'+ (r—X)* IV + 

+ (r — X) (7,' + 3 (r —X)* ff," + (r—X)» ff,'" + (II ) 

+. 

+ (r — X) ff.' + ^ (r — X)*6V'+^ (>' — Xp UJ"+.. 

+ (r —X)-ff*C->]J-0. 

X 

Setzt man nun den, innerhalb der eckigen Klammer stehenden 
Ausdruck gleich Null, so erhält man die Gleichung: 
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( 12 ) (J 0 + ( r -X)C\' + 

+ (r-X) IV + (r-X ) 2 IV + 

+ (r — X) IV + 3(r-X)»(7 g " + (r — X)» IV" + 

+ . 

o* — X) Um + A z (r — X) 2 U m A 3 (r — X) 3 UV -j~ • • 


+ (?* — X) ,H U,V U 0 = 0 


welche bezüglich ^ (>•) eine lineare Differential-Gleichung ist, mit 
Coefficienten, die ganze algebraische Functionen der unabhängig 
Variablen r sind. Die Ordnungszahl dieser Gleichung ist mindestens 
n und höchstens das Integrale derselben hat somit die Form: 


(13) y 0) = C { yi (r) -f- C s <p z 0’) + • • • + £>*+»> <pn+»00 


woselbst: 



willkürliche Constanten bedeuten, und v <; m ist. Dieser in (13) 
angegebene Werth von y (r) mit seinen ti -f- v willkürlichen Con¬ 
stanten genügt offenbar der Gleichung (12), denn er ist ja das In¬ 
tegrale derselben, ob er in allen Fällen, mit all den n-\~v willkür¬ 
lichen Constanten auch der Gleichung (8) genüge, ist erst zu unter¬ 
suchen. Der erste Theil der Gleichung (12), oder was dasselbe ist, 
der innerhalb der eckigen Klammer stehende Ausdruck der Gleichung 
(11) gibt x mal nach r diffcrenzirt einen Ausdruck folgender Form: 


(r — iy>P }n +(r_A)— 1 P m _j + . . . + (v-iyi\ + (r — X) P t + 



und setzt man hierein r=X, so erhält man: 


I 



x 


nur dann, wenn zu gleicher Zeit folgendes System von Gleichungen 
stattfindet : 
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j 0 ._A)/>,} = 0 

X 

| (»• — /) ä A| = 0 


X 

j(,._ X) | = 0. 

X 

Von diesen m Gleichungen sind in der Regel die v ersten, solche, 
welche auf Bedingungs-Gleichungen zwischen den Constanten führen, 
und die übrigen m — v Gleichungen identische. Ist dies der Fall, und 
lässt sich ein Werth von y (r) mit n oder auch mit weniger als n 
willkürlichen Constanten aufstellen, welcher nicht nur der Gleichung 
(12), sondern auch der Gleichung (8) genügt, so wird dieser Werth 
von y(r) #mal nach r differenzirt und nach vollbrachter Differentiation 
r = X gesetzt, /’(.r) geben, und das vorgelegte Problem ist hiedurch 
gelöst. Zur Bestimmung von X liegt gar nichts vor, man wird es daher 
so zu wählen haben, auf das f Qv) hiedurch möglichst einfach werde. 

Ich habe jetzt noch von einer bemerkenswerthen Transfor¬ 
mation zu sprechen, welche in sehr vielen Fällen wesentlich zur 
Vereinfachung der Auflösung der vorgelegten Gleichung dient. 

Setzt man nämlich in die gegebene Differenzen-Gleichung (1): 




* O) 


[F (*-«)]! 

woselbst [F (.v — n )\! folgende Bedeutung hat : 

[F (.»—»)]! = F(l—n) . F(2—u) . F(Z—a ) . 
und bemerkt, dass : 

* (.x- + >/) 


/'(■>■+») 








. F(.r—n) 


/'(•>■+ 1 ) 


*0 + 0 


f/’O + l—«)J! 


ist, so hat man : 
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(14) 


t (. v I » ) 

“ [fWJ! 


+ A»_ 


ip(.r+ « —i) 


+ A. 


[/•(.x—«)]! 


+ • • • + A' 
0 


*0+0 

[Ö>+ 1 -»)]’• 


uud diese Gleichung gibt, mit [/''(•r)|! multiplieirt, folgende Gleichung: 


X n <p (.x- + n) + J„_, F(.v) </> (,r + n — 1) + . . . 

+ J, F(x) . F{x— 1) . F(a>— 2) . . . F(x+2—7>). <p (.t'+l) + 
+ X q F(x) . F (,r — 1) . F(x — 2) . . . F(.v+ 1—») . (ar) = 0 


woraus man sieht, dass die Substitution: 

* O) 


f(*)~ 


[F(x-n)]l 


in eine Differenzen-GIeicliung gemacht, darauf hinauskömmt, sämmt- 
liclie Coefficienten derselben der Reihe nach mit den Zahlen: 


1 , F OO , F(*)F(?—l) , F(a-)F(v—l)F(v—2) , ... 

zu multipliciren. 

Setzt man daher: 

F{X)=X* 

so gestattet die neu erhaltene Gleichung eine Abkürzung durch A"„, 
und der erste Coeffieient der so erhaltenen Gleichung ist somit eins. 

Hieraus folgt auch der umgekehrte Satz, dass wenn die Glieder 
einer auf die Form (1) gebrachten Differenzen-Gleichung der Reihe 
nach durch die Zahlen: 


t , F O) , F(v)F(v — 1) , F(a?)F(x — i)F(> — 2) . 

theilbar sind, die Substitution : 

/*(#)=-00*0 • tn*-«)]« 

zu einer Vereinfachung der vorgelegten Differenzen-Gleichung führt. 

Ich will nun an einigen Beispielen den Werth dieser Methode 
prüfen: 

1. Es sei : 

+ = 0 , 

für y — f (.r) erhält man: 
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f O + 2 ) - 2 f{.v + !) + (!+ -r) / O) = 0 
und setzt man: 

d * 9 00 

dr' v 

so erhält man zur Bestimmung von y (r) folgende Diflerential- 
Gleiehung : 



<P" 00 — (r) + <p (r) = 0, 


derselben genügt: 


?(r) = C t 


0+2) r 


2 | ri 0 




(X+2),--/ -(X+2)r + - 




folglich ist: 




(X+2),-_ 




+ G 


U 






oder wenn man A = — 2 setzt: 


/'(■r) = 6) 



und dies ist das vollständige Integrale der vorgelegten Diflerenzen- 
Gleiehung. 

2. Es sei: 


x A 2 y -|- y = 0 

oder anders geschrieben : 

x / (x + 2) — 2 x f (x -(- 0 + (# + 1) / (•*’) = 0. 
Setzt man in dieselbe: 


f(x) = 


t 0*0 

(.r-2)! 


so erhält man: 

*P (x + 2 ) — 2 x <p (+ + 1 ) + (a* 2 — 1 ) <p 0 r ) = 
Setzt man ferner: 


Sitzl». d. mathem.-naturw. CI. XXIX, ßd. Nr. 7. 
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und: 


t (■'•) = 


<1 '?(>•) 

d r x 


V « = ?" (»0 - ? 00 

l\ = — 2 ? '(r) 

r 3 = cp (/•) 

so erhält man folgende Gleichung zur Bestimmung von <p (V) 
(>• — X — l)a tp" (r) + (r — X) <p' (r) — <p (r) = 0. 
Diese ist ein vollständiges Differential, ihre Integration gibt: 

0 • — X - 1)2 <p> (r) + (X + 2 — r) y> (;•) = C 
und setzt man hierein: 

X = — I 


und sucht hierauf <p (r), so findet man: 

± JL r _ L dr 

¥ 00 = Ci r e r G 2 r e r J e r - 

Es ist somit: 


rov) = 


i 

0 - 2 )! 


cf 

elf 


[« 


r e 


+ c 2 




das Integrale der vorgelegten Differenzen-Gleichung, und Ci und 
Co sind die willkürlichen Integrations-Constanten. 

3. Es sei: 


y + O + 2) A y -f X y = 0. 

Setzt man auch hier: 

y = /*(«■) 

so erhält man : 

f 0* + 2) + x 1 + O — f 0*0 = 0 

lind die dieser Gleichung entsprechende Differential-Gleichung ist: 


(1 + r — X) <p" (r) — <p (V) = 0 
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für X = 1 erhält mim die einfachere Gleichung: 

r <p" (r) — <p (r) = 0 

deren Infegrale folgende Gestalt hat (siche Schlömft ch‘s Zeitschrift 
für Mathematik II. Bd., pag. 165): 

TT TT 

<p (>•) — AVr jcos w . e- cos "V/?c+ 1!j <r Vrt ' ,,s du- + 

0 () 

TT 

+ 2 B Yr ( cos w . e 2 cos w log (Yr sin 2 tp) die 

o r 

somit hat man : 

f(x) — A | | Yr I cos ic e*Y rcosu ' (Uc | j 

v « i 

Tt TT 

+ j cos tV( hv -\-ZYr Icos w e l ^ r cosw log (Yr sin 2 xv) . 


4. Es sei: 

oder: 

Setzt man : 


y + + 0 y + ;V y — ^ 

f(x+2)+(x- I)/'(07+1) = 0. 

d V ? 0 *) ) 


rw = 


(fr 


so erhält man die Gleichung zur Bestimmung von y (r) 
(r — X + I) f (r) — <p‘ (r) = 0 
für X == 1 erhält man hieraus: 

(p (r) = (\ r 2 -\~ C 2 


somit ist: 


/■(*) 


d x (C i r* + CJ 
dr x 


J)a die drei Glieder der vorgelegten Gleichung: 

f(* + 2 ) + (x - 1 )f(x + 1 ) + of(x) = 0 
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der Reihe nach durch : 


1 , .v— 1 , O - 1) (a? — 2) 

theilhar sind, so gestattet sie auch eine andere Behandlungsweise. 
Setzt man nämlich: 

/'(-•) = (.f - 3) ! I (,r) 

somit : 


f (: 1 ' + 1 ) = O — 2 ) ! ^ (■'»• + *) 

/■(.r + 2) = (.t- - 1) ! <f (.p + 2) 

so erhält mail , diese Werlhe in die vorgelegte Gleichung subsli- 
tuirend : 


0O+2)+jH.p+1)-O 


welcher genügt wird, für: 


<p (.i-) 


d l ( ( \ e + (' 2 ) 
dt* 


Man hat daher auch folgendes andere Integrale der vorgelegten 
Gleichung: 


/•<» = ^(.t— 3) !(-!)* 


woselbst A eine willkürliche Constante bedeutet. 

£>. Betrachten wir jetzt die Gleichung: 

0» +^') A2 .y+[>1+ ß — o+ ß) o+•!■)] A .'/+ 

+ [—Jß—Jl« + aß (m + .rj] y = «, 

welche schon in dem Memoire: ^Integration der Differential -Glei¬ 
chung“ : 

(jh + f>z •*') y" + («!+*! -v) t/ + Oo + K x) y = 0 
Gegenstand unserer Betrachtung war, und die wir daselbst auf ganz 
eigcnthümliche Weise integrirten, so hat man: 

y = f (■'•) 

gesetzt: 


0« + •'•)/’(•»’ + 2) + [A + /?-(« + ß + 2) (m + ,x-)] f{x + 1) + 

+ [ — -KJ ~f ß) — ^(i-f «) + (1 +«) = 0 
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welche Gleichung merkwürdiger Weise fast genau denselben Coeffi- 
cientenbau hat, als die vorgelegte, und ganz denselben hätte, wenn 
man 1 -[- cc und 1 -f- ß durch a und ß ersetzen würde. 

Führen wir nun der Kürze halber folgende Bezeichnungen ein : 

m 4- & = £ 

1 -f « = 

• + ß = ß t 


und setzen dann : 


r es — m ) = 


K5) 


C5-2)i 

so erhalten wir: 

4 (£+2) 4* — (cc t -f-ßi)£] (p (f+1) + \Aß i + 

+ B «. - !i(Aß l + Bx t +x l ß t ) + ß t £*] ^(0=0. 

Behufs ihrer Auflösung setzen wir jetzt: 

l d l <p(r) 




dr 


so erhalten wir zur Bestimmung von <p (r) folgende Differential- 
Gleichung : 

(«.»*- 1) (13, r - 1) f" (r) + [>1 + /? - (A ß t + B «,) r] f ' (r) + 
+ (^ ßi + Z? «i) <p (r) = 0. 

Sie gibt nach LiouvilTs Methode aufgelöst: 

2 

r A -*' £ 1 ?! 

(r) = / (1 — «i r) «i . (1 — ßj r) ft r 2 

folglich erhalten wir successive folgende Gleichungen: 

( (l'~ 2 r /? ~ß« | 

(0= — [(t-«,r)— . (l-ß,r) p. J 


^' 


/*(£— iw) = ( g4i) T j ~g=T [ 0 ~ «i *•) “■ •(•— ßi>0 p ' J 


und endlich: 
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f(*) = 7 


d‘ 


—2 


(1 — r — ar) 


] + a . 


(m -f- # — 2)! / ^ 2 

/y — ) —3 

. (I — r — ßr)~ [ W 


Sollte der serielle Fall eintreten, dass l-f a = 0 werde, so 
hat man : 

4_—i—« 

(1 —r — ar) 4 +« = e~ Ar 

somit: 

/*(«?*)== 7 ! - -[^.( 1 — r — ßr) ‘+ß ]>. 

(w + ** — 2)! ( </,.«+■'-* 1 V * ; J j 


Ware endlich 


so fände man: 


1 + a = 0 
und I -f- ß = 0 


/(•'■) = - 


(-i)‘(.i+z,r 


(///-he-2)! 

6 . Es sei : 

2.v*f(.v + 2) + 3 .rf(.v + I) + f(.v) = 0. 

Setzt man : 

/•(.„)= - — . 

V J (a* — 2) ! (ar — 2) ! 

so erhält man: 

2 (,/; + 2 ) -7 3.t^ (.<■ + i) + l)^(.r) = 0 


für: 


av 


erhält man: 

0 2 + 3 »’ + 2 ) V 5 " (»0 — r <p' (r ) -f (/•) = 0 
und dieser genügt: 

9 00 = C t \r log (»• + I) — 4] -f C, r. 
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Es ist somit: 

' K J (.v — 2)! (» — 2)! 

oder reducirt: 


-^-[C,(r%[r+1] — 4) + G,r][ 

dr ) 

o 


/*(■*) = A . 


(.X— 2 ) ! 


das Integrale der vorgelegten Diflferenzen-Gleichung. 
7. Es sei: 


0+4) 0+B)/*0+2)-(7*+25)/-0+l)+ 12/*0) = 0. 


Multiplicirt man die 3 Glieder dieser Gleichung der Reihe nach mit: 

1,0+4) O+S) , 0+4) 0+8)-0+3) 0+4) 


so erhält man sogleich durch (a?-{-4) abkürzend, als Resultat 

der Substitution von: 

/■O)- __ 

' y f (* + 2)!(*+3)! 

in die vorgelegte Gleichung folgendes : 

00+2)-(?*+ 2») 00+0 + 12 0+3)0+4)00) - 

Setzt man, behufs der Integration dieser Gleichung: 


und: 


0O) = 


<**yQO j 

dr x j 


Uo = f" (r) — 25 <p' (»•) + 144 <p (r) 
ff, - — 7 ^ (r) + 84 <p (r) 

(4 = 12 <p (»•) 


so hat man als Gleichung zur Bestimmung von <p (r): 

(12 — 7r + 1 ) tp” (r) + (96 r — 26) c/ (r) + 144^ (r) = 0 

welche sich nach der Liouvill'schen Methode auflösen lässt. Dif- 
ferenzirt man sie daher /+ mal, so erhält man, die fonction comple- 
mentair ausser Acht lassend : 

(12r a — 7r+I)pCM- a ) ( r )^[24r( ( a+4)—7 i o. — 26]^+ 1 )(7*) + 
-f 12 (p.3 + 7 JA + 12) <p w (r) = 0. 
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Sie vereinfacht sieh für : 




fx = — 3 , und ix = — 4 

und führt nach Annahme dieser Werthe auf folgende 2 Gleichungen: 
(12r* - 7r + 1 )f<p dr + (24 r — 4) f<p dr * = 0 

2 3 

(1 2 , .* _ 7r + 1 )f<p dr * +3/ p,/r* = 0. 

Aus der ersten folgt: 



(4,-1/ 
(3c 1)' 


I 


und aus der zweiten: 

O-1) 3 1 

(3r—1)3 I 



Diese beiden Auflösungen genügen auch, wie man sich leicht über¬ 
zeugen kann, der Differential-Gleichung: 

(12r* — 7r + 1) <p " (r) + (9 Gr — 23) p' (r) + 144^ (r) = 0 
und doch ist: 


<p (r) = C, 


d- 

dX* 


r (4c—i)^ 
l (3 c—I) 4 



d 3 p (4 c—l) 3 ~| 

J7 3 L (31'—t ) 3 J 


nicht das vollständige Integral derselben. Denn werden die in Form 
von zweiten und dritten Differential-Quotienten aufgestellten Werthe 
entwickelt, so ergibt sich merkwürdiger Weise für beide genau 
dasselbe, nämlich: 


Y V J L (3r — l) 6 ' (3r — l) 5 ~ (3;- — 1)4 | 


24 
(3i—1)5 


24 


(3r — l) 4 


<p (r) lässt sich in dieser Form sehr leicht x mal differenziren und 
man erhält nach einigen einfachen Reduetionen: 


f(.v) = A 


3' r (.c- — lö.r + 20) 

<> + äjT” 


als Integrale unserer Differenzen-Gleichung. 

Bestimmt man das zweite particuläre Integrale von und 

zwar, wie hier am bequemsten, mittelst der Methode der Variation 
der willkürlichen Constanten, so erhält man: 
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2ICr*-72r+i> C (3>— 

•P (>’) = — (:! ;_| )( ; J ( ;<Kir-- 72r+3J^(4r — Ij 

somit ist dos zweite particuläre Integrale der vorgclegten DilTercn- 
zcn-Gleieliung: 

B j d x r 21Cr»—72r f 5 C (3 r- 

~ Cr + 2)!(.T + 3)!( ( ;,,d. (3c—1)« ] 

0 

8 . Es sei: 

(x + 4) (jv + i>) f {& + 2) — x (7 x + ) f(x + 1) + 

+ I 2 .r(>-l)/'(.r) = 0 . 

Da die 3 Glieder dieser Gleichung der Reihe nach durch: 

\ , x , x (x — 1) 

theilbar sind, so hat man, die 3 Glieder obiger Gleichung durch diese 
Zahlen dividirend, genau die früher behandelte Gleichung; es ist 
somit: 


+ 


f C r ) = A . 

H (.T — 2)! ( d r r 

G^2J!(. C +3)T j ( 77t 


3 T O 3 — 13 x + 20). (a— 2) ! 

(.r + 2)! 

2IOc ä — 72c -j- 5 f (3c — 1 ydr |) 

(3c— I) 6 J (2107=— 72c j-äj 3 (4c— I ) Jj 


das Integrale der vorgelegten Gleichung. 
9. Es sollen die Functionen: 


V = x 
y = x * 
y = - vi 


dargestellt werden als .v te Differential - Quotienten einer Function 
von r. 

dj Ist y = ,t\ so ist \ z y = 0 und somit: 

/•(■*+ 2 ) - 2 /'(.f+l) + /'(.r) = 0 . 


/■(•••) 


(^'v(c) ) 

{ IT } 


S(‘tzt man : 
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so kommt man bei der Bestimmung von <p (r) auf folgende Differen¬ 
tial-Gleichung : 

<p" 0 ) — 2 <p' (r) + <p (r) = 0 

aus welcher folgt : 

<p(r) = (A + Br)eT 

somit ist: 

o 

Um A und B zu bestimmen, diflferenzire man (. A -f- Br) e r 
wirklich x mal, man erhält so: 

x = | [A-{-Br -\-Bx) e r ^ 

0 

und diese Gleichung wird identisch für: 

A = o , B = 1 

folglich hat man: 



b) Ist y — x~, so hat man: 

^ y = 0 

oder : 

f{.v -)- 3 ) — + 2 ) -|- 3 f(x + 1 ) — f(x) = 0 . 

Selzt man : 



so hat man zur Bestimmung von <p (?*) folgende Differential - Glei¬ 
chung : 

? "'00-3^"0-)+3f'(r)-^(r)=0 

welcher genügt wird, für: 

(p (r) = (A -f- Br -f- Cr 2 ) e r 

es ist somit: 
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•* 2 = \ — v \^ + Är+Cr*)<||. 

( dr ) 

0 

( in A , B , C zu bestimmen, differenzire man das Product: 

(J + Br + Cr*) e'* 

x mal, man erhält so: 

a-3= \[A + Br + Cr*-{-.x'(B + 2Cr)-\-C.v(x- l)Je r J 

0 

und diese wird identisch für: 

A — 0 } B — \ , C = 1. 

Man hat daher: 

[0-+-K]j 

0 

und eben so findet man : 

*•* = j-^j[(»* + 3r*+r*)c r ]! 


1 = [(r + A t r* + A t r* + . . . + r—') e’ |J 

<1 

woselbst Jo , A 3 , . . . J m _ 2 die auch in der Gleichung (10) vor¬ 
kommenden Coeiricienten sind l ). 

M Sehr leicht ist die Darstellung von Expouentialgrösse» als.rfe Differential-Quotienten. 
Mau hat nämlich: 



0 
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10. Es sei zu bestimmen der Werth des folgenden unendlichen 
Kettenbruehes: 

$ 0 * 0 = ? (*0 H --- 7 - 


vO^ + O + ■ 


y(.v-|-2) + 


? (*^+3) + .. 


Es ist nun offenbar: 


und setzt man: 


somit: 




J F(a-+i) 


, { , n 'C* + D 
^ 0^+0 = —— 


i.’(,r+2) 

so erhält man die Gleichung: 

F (.v + 2) + <p (.v) F (.»• + 1) - F O) = 0 
welche ich in dem speciellen Falle, wo: 


<p (.i?) = 2 .r + 1 

ist, in näheren Betracht ziehen will. Es ist alsdann, wenn: 


gesetzt wird: 

Ui =r oo + r oo —/*oo 

= 2 f (r) 

und somit die Differentialgleichung, welche zur Bestimmung von /'(r) 
dient, folgende : 

(r - x + *)r OO + 00 -iAr) = 0 . 

Das Integrale derselben ist: 

f(r) = C, -f c, e -^c-).)+' 

und wenn man X = i setzt: 
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F (*)=\^- x [Ci c+i/ir +Cze-^ ] 


somit hat man: 


VH- 1> )=7 


(Ir 1 


f Cf e+^ 2r + C 2 e~ Vir ] 




r^e+rtr + Cze-V 2 '] 


dr 


,—V 2r 


,.r+t 


oder statt <[>(jv) seinen Werth gesetzt: 


' [C,e+^ r +C..e~^ 2r 1 

dr x " 


I 


(tfr* 






= 2 .rJ-l + 


i.r + 3 +- 


1 


^+5+- 


t 


2 * + 7+.. 

Der erste Theil dieser Gleichung enthält, da man durch C, Zähler 

und Nenner des Bruches dividiren kann, eine willkürliche Conslante 

r., 

— , um diese zu bestimmen, setze man x = 0; man erhält dann, nach 
einiger Beduction : 

(\ e +l + C 3 c~ ' 


C, c +1 — <\ e~ 


= 1 +- 


3-j-- 






Nun ist aber dieser unendliche Kettenbruch (siehe Grüner l's Sup¬ 
plemente zu Kl ü ge Ts mathein. Wörterbuch, I. Bd., p. bbo) gleich: 

4-1 ] — 1 

r -f e 

fl —l 

e 1 — e 


somit ist: 

und daher: 
d 


c, = c. 


|fl[e+r^-|- e-^ 2r ] 


ff 

dr x+i 


[ e +Vzr _|_ e -V2r J 


= -i.r fl +- 


2.r + 3 +- 


2^ f fi f - ■ 

2a;+-f7. 
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Diese höchst nies kwiinlige Form verdient ihrer Einfachheit halber, 
die Beachtung der Mathematiker. 

Betrachtet man ferner den speeiellen Fall, wo: 

<f (.i-) = a . v 

ist, so hat man : 

F 0+2) + a x F (,i*+ 1) — F (x) = 0. 

Setzt man : 



) 


so erhält man zur Bestimmung von f(r) die Gleichung: 


(I + n r — al) f' (»•) — /(;■) = 0 

welche sich für: 


a 


vereinfacht, und der folgende Werth von f(f) genügt: 


f(r) — A YrJ cos w e 


( 2 1 — cos iv I 2 1 

)' I Q in /> fl sl I U I „ 


dw-\-Ble 9 a dw - J- 


+ 2ßY^-fco,we ] log (\f -- sin* w)dw. 


Stellt man dies kurz so dar: 

f(r) = ,1 /; (r) + ///; (r ) 

woselbst A und B willkürliche Constante bedeuten, so hat man: 


j^WW+i/iW]| L 

TiF» ~~"~T 


I 


«(.r-f-2 )~f~- 
1 a 



O + 3) + - 
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Da nun für a = 1 der Werth des rechts stehenden Ketten- 
bruehes <): 


TZ 



0 


ist, so folgt B = 0 und man hat: 



o 



= ax -f — 

«O + t) + - 


rt(a* + 2)+- 


1 

a (& + 3 ) -}- • • • 


Es ist nun auch leielit, eine eomplete Diflferenzen-Gleiehung mit 
ganzen algebraischen Coeffieienten zu integriren. Denn ist: 

X,/•(.*• -I- n) + X„_ ,/•(.(.'+«— l)+ . ■ • +X/i>+1 )+X/'(a-)=F(X) 
so setze man: 

0(0 

dr v 

X 

< 0(0 

dr x 

X 

und man erhalt, die bisher gebrauchten Bezeiehnungsweisen bei¬ 
behaltend : 


/■<>•)={ 


1 ) Siehe unser Memoire „Bemerkungen iiher die Integration linearer Differential-Glei¬ 
chungen“ XXVI. Baud, Seite 510 der Silzungsherichte der malhem.-naturw. Classe. 
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Spitze r. 


{S [u ° + (r ~ x) u> ' +(/ ' _ i] iv + (r - x)a Vi " +-]}- 

L 

( ‘f + (r) ) 

r 

Dieser Gleichung genügt man für solche $?(V), welche die Gleichung: 
l o + 0’ — f j' + 0’ — f V + (r — 2 l-V' + ••-■ = <!> (>*) 

identificiren. 


Das hier dargebotene Integrationsverfahren ist in aller Strenge 
richtig, so lange .v eine ganze positive Zahl ist. Die Resultate, 
zu denen man aber hiebei kömmt, sind nicht immer geeignet, 
einfach auf ganze negative Werlhe von .v übertragen zu werden, 
und falls sich auch hie und da eine solche Übertragung recht- 
fertigen liesse, wäre in der Regel hiemil doch nicht viel gewonnen. 
Denn die Integrale, zu welchen man hier kömmt, haben oftmals 
Factorielle zu Factoren, jedesmal aber .r ,e Differential - Quotienten. 
Verw andelt man dieFactoriellen in Gainma-Fnnelionen, so genügen die 
so geänderten Ausdrücke noch immer den Differenzcn-Gleichungen, 
gestatten aber, da: 

1 . 2 . 3 . . . m . m* 

Qi) hm Q y -J- 1 ) . (,r 4 2) . (.v+IQ ... (#+»*) 

für m—oo ist, keine ganzen negativen Werthe von x. Die .r ton Dif¬ 
ferential-Quotienten aber verw andeln sich für negative .r in ,^ te Inte¬ 
grale, und die Berechnung derselben ist in dcrThat höchst unbequem, 
wenn nicht gar unausführbar. 

Ich fand cs daher für gut, folgenden anderen Weg einzusclila- 
gen, um das Integrale einer Differenzen - Gleichung für negative ,v 
zu erhalten. Wenn: 

<pn G i 0/T* , ’H“ w ) + <pn—i (»**)/( — 0 • * • 4" 

+ <pi 0 v )f(' v + i ) + v* 0 r )/*G r ) = ® 

die vorgelegte Diffcrenzen-Gleichung ist, so kann selbe für negative 
x so geschrieben werden: 

<p>i ( — ' v )f { — i ( —— 0+ • * • 

+ — 0 ( — x )f ’( — * r ) = ^ 
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und setzt man hier: 

/•(-*+ >0 = F(,v), 


so hat inan: 

/•(-. X . + M _ i) = F(.t>+ *) 

2) = F(tf +2) 


f(—x— 0 = FO-M-1) 
f (— A ') = ^ 0*-' + «) 


und man erhält hiedurch die Gleichung: 

<fo( — x)F(jß-\-ii) + <pt (—— 1) -f- • • • 

+ ^„_i (—o?) F(^+l) + <p n (—o?) F(V) = 0 
welche genau die Form der Gleichung (t) hat. Ist ihr Integrale: 


F O) = </> O) • 


) 

dr* )’ 


so hat man: 


f(—x) = ^ (*•+«) . 


rfV’ 0 (>•) ) 

rf/- x ) 


X 

und die vorhin angezeigten Schwierigkeiten sind dadurch gehoben. 
Nehmen wir, um ganz in das Wesen der Sache einzugehen, mehrere 
der vorhin behandelten Beispiele noch einmal vor: 

1. Die Gleichung: 


f (* + 2 ) - 2 f(x+ 1 ) + ( 1 + x)f(x) = 0 
hat zum Integrale folgenden Ausdruck: 

_2 _ 

für negative x nimmt die vorgelegte Gleichung die Gestalt an: 

/X- or + 2) - 2 /•(- .v + 1) + (I - x) /X- «) - 0 

und setzt man: 

/•(-•*+ i) = F(x) 
f(—x+i) = F(x+ 1 ) 

/'(- x) = F(.v + 2 ) 


Sitzh. d. muthem.-naturw. CI. XXIX. ßd. Nr. 7. 


0 
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so erhält man die Gleichung : 

O -i)F(x + 2) + 2F (.r + 1) - F (.r) = 0 

welche nach der in diesem Memoire gezeigten Methode behandelt, 
zu folgendem Integrale führt: 


'«‘Mi 


K t 




d' - 3 e 3 




dr 


somit ist: 


/■(—.r) = 


t ( rf r+2 (r 5 — 1 ) d v ~' e 3 


e—i) ! / Ki dr*+ 3 


+ fh 


d/ 


Der mit K % verknüpfte Ausdruck ist offenbar gleich Null, daher hat 
man: 




i 




^• Y - 1 e 


Setzt man in dem zuletzt gefundenen Integrale a? = I ,2,3,4, 
so erhält man f ( — 1) , f ( — 2) , f (— 3) , f ( — 4) , . . . welche 
der vorgelegten Gleichung entsprechen. 

2. Die Gleichung: 

■v/'(■>' + 2) — 2 xf(.v + I) + O + \)f(x) = 0 


hat zum Integrale: 


«■»> - 


-Ac. 


re 


+ C,re 




ein Ausdruck, welcher für ganze Werthe von cv, die gleich oder 
kleiner als I sind. Null wird. 

Setzt man aber in die vorgelegte Gleichung x negativ, so hat 

man : 


- xf(-x+2) + 2 xf(- x +!) + (! -aOft-x) = 0 


und dies geht für: 


über in 


f(-.v) = F(X +2) 







ISeue liitegTations-.Metlioile (Vir I>iireieiuen-ljleii‘limigt»n etc. 


83 


0-l)/<’0 + 2)- 


Iln* genügt man für: 


'ljcF(ce+ I) + .pF(a-) — ü. 




Ir-' ( 


somit ist : 


/(-•«■) 


C («**+' (re ')) 
U-1J! ( «/,■*+' 


ein Ausdruck, welcher gerade für solche ganze Werthe von x eine 
leichte ßereehnungsweise gestattet, wo der andere, früher gewon¬ 
nene Ausdruck unbrauchbar wird. 

3. Die Gleichung: 


f(x -f 2) + * v f 0 r + 1) — f(' v ) — ^ 


geht für negative x über in: 

/■(-•*• + 2 ) - ^/*(—^ + «) -/(- *0 = o 

und setzt man wie bisher: 


f ( **’) ~ F i' v + 2 )> 

so erhält man : 

l'(.v + 2) + .vF(.v + I) - F(.r) = U 

eine Gleichung, welche vollständig mit der vorgelegten überein- 
stimmt. Man hat daher um f( — x) zu bestimmen, in dem Integrale 
der vorgelegten Gleichung blos x-\-2 statt x zu setzen. 

4. Die Gleichung: 

/•(.r+‘i) + (.r-l)/'(.r+l) = 0 

wird für negative x: 

f (- * + 2) - (.v + I)/’(-*+ 1) - 0 

und setzt man: 

/•(-,•) = F(.r + 2). 

so hat man: 

1)F (.,.•+lj-F(.r-) = 0 


welcher genügt: 


G 9 




8 t 


j> i t l e r. 


folglich ist: 


F (.?■) 




(x + 2 J ! 

5 Beispiel. Die Gleichung: 

2 .t-VO + 2) + 3 + I) +/'(.*■) = 0 

wird für negative x : 

2v*f(-.v + 2)-3a*A-.T+ i) +/'(-.r) = 0 

und setzt man: 

/•(-.*)=//(> +2) 


so hat man: 


F(.r + 2) — 3 a; F(a; + 1) + 2 a;* F(.v) = 0. 


Ihr genügt: 




somit hat man: 


Zerlegt man 




0—1J 3 


-\y 


in Partialbrüche und differenzirt man alsdann 


dieselben, so erhalt man: 

/*(■—* v ) — Cx. (a? -f- 1) ! 


Es lässt sich endlich die hier gezeigte Methode auch auf Diffe¬ 
renzen - Gleichungen mit beliebig vielen unabhängig Variablen aus¬ 
dehnen. Man begegnet hiebei keinen anderen Schwierigkeiten, als 
die, welche die Integration partieller Differential-Gleichungen dar¬ 
bieten. — So ist, um nur den einfachsten Fall zu berühren, für: 

d x ^~ y y (itjv) ) 


f(x , y) = 


du* di? 
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woselbst <p (%i , v) eine Function von u und v bezeichnet, und u i 
und i\ eonstante Zahlen sind, die nach verrichteter cv-{-y maliger 
Differentiation von <p (u , v) in diesem Ausdrucke statt u und v gesetzt 
werden müssen, folgendes: 


a-f(x,y) = < 

i ^ 1 

[ A/W 1 

r 

(w- U\ )-- 

L v du 

yfi x >y) = : 

[ d * +y 1 

V. - </?( II , <•) 

10—- 
L 

1 du* d# 1 


*’l 


«>» i 'j 


x-f(x,y) = 


xyf(x,tj) 



d x+v 
du* dv y 


[(«—«i)(r—t?i) 


<r- ? 

d n d v 


]} 


v x , r, 


y~f(. x > y) = 


d x+y 
du x dv y 


[ (r t'i) 2 (v — v,) 


«1 ’ v i 



«I * «1 


und dies sind die Hauptreductionsformeln, welche unserem Verfahren 
hei der Integration von Differenzen-Gleiehungen mit 2 unabhängigen 
Variablen zu Grunde liegen. 

1. Beispiel. Sei: 

ayf(x-{- i,J i) + ba'f(x,rj+ I) = c.vyf(x,y) 
die vorgelegte Differenzen-Gleichung. Setzt man: 

f{x, y) = (,r — 1)! (2/ — 1)! <!’ 0,2/), 

so erhält man: 

.2/) + /^(.v,2/+1)= C<p (.r, 2/) 

und dies geht für: 

<**+» ? («,r) 

(lu c di* 

0,0 




_ 


über in: 









8ß 


Spitze r. 


j d x+> > 

\ du x dv y 


[ 


d'i , rfy 
“jn +b ^- C< ? 



Der Gleichung : 


du 1 dv Y 


genügt aber: 



F(jiv — bu) 


unter F(ji v — bn) eine willkürliche Function von au — bu ver¬ 
standen, somit ist: 


/•(■*•.»)-O-i)!(</-D! \-rr-r ! • 

{ du dir ) 

0.0 

das Integrale obiger Diflerenzen-Glcichung, welches aber blos für 
positive x und y gilt. 

2. Beispiel. Die Gleichung: 

«/*(>+ 1 + l) = c(.r + y)f(.i'-y) 

geht durch Substitution von: 

f(.v ,y) = Qv + y— I) ! 4> (.f* , y) , 

woselbst: 

(x -f y — 1)! = 1 . 2 . 3.4 ... (x -f y — I) 

ist, über in : 

a 4 (a* + 1. y)+ b 4 (.17, y -f 1) = c <p (.r. y). 

somit ist : 

f( x > ü) — O r + .V — 1)! | —— l e " U F(nv — 

( du dv J ) 

o,o 

Macht man aber von der Substitution: 



gleich anfänglich Gebrauch, so findet man: 
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dv 


c ÜL1 j _ 0 

r » v J du K dv i \ 


imd wählt mau u t und v t dermassen, auf dass: 


a -f- cux = 0 
b cv |=0 


wird, so erhält man: 

{-^[«4 L + »T L l}-i 

( du* dv y L du de J | ^ 


Das Integrale der partiellen Diflerential-Gleieluing: 


d \p , dy 
“ ä + ® 


= 0 


ist aber: 



woselbst Ff — ) eine willkürliche Function von — bezeichnet, somit 
v v ) v 

hat man auch: 

| 

du x dv y J o b 

c 9 c 

für das Integrale der vorgelegten Differenzen-Gleichung. 

3. Beispiel. Es sei gegeben die viel allgemeinere Gleichung : 

tt<p(v)f(.v+ 1 .y)+/>ü()i)f(.v,y+ l) = cx(v + y)f(-v .y) < 


in welcher die beiden vorher behandelten als spcciellc Fälle ent¬ 
halten sind. Setzt man: 


f(x,y) = 


fxf«+ »/ — !)]! 


[?(*-!)]■UaCy-t)]! 




woselbst: 


[?(* —1)]!—p(l). y(2).y(3)... 1) 

[ö(y—1)]!-«3(1 ).ö( 2).«3(3). ...fi» (y — 1) 

ix(v+y— 0]* = xO)-x( ? )-x( 3 ) —z( ,r + y —0 
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ist, so erhält man ebenfalls: 

« (•>• + 1 ,y) + (><l l (ß',y+ 1) = c</)(.r,y). 
Es ist somit: 




rxQy +y— OP 
[?(a—«)]![*(»- OP 


— - [e «*F(«P— flw)]} 

0, 0 


das Integrale der vorgelegten Gleichung. — Da in diesem Beispiele 
nirgends die Bedingung niederlegt wurde, dass die Coefficienten 
ganze algebraische Functionen sind, so gilt dieses Resultat auch für 
beliebige Functionsformen der Coefficienten, wenn nur hiedurch 
f(v,y) endlich und bestimmt bleibt. 

4. Beispiel. Sei endlich die Gleichung: 


2/0 +i . y -f- i) = ro + 1 > y) + ro. y + 1 ) 


gegeben, welche Laplace in seinem classischen Werke: „Theorie 
analytique des probabilites“, troisieme edition pag. 211 integrirte. 
Setzt man : 


/(•*'. y ) = 


( d*+ y ? (w,v) ) 
f du* dv y ( 


0 


so erhält man zur Bestimmung von (p(tt , r) folgende partielle Diffe¬ 
rential-Gleichung : 


2 d2 ? ( u ’ v ^ 
du dv 


d y (u , v) 
du 


+ 


d <? (n , v) 
dv 


Jst das Integrale derselben von der Form: 

<p (n , r) = </> (»/) + v <p t (n) + («) -f v 3 </’ 3 («) + • • • 

so erhält man: 


do (»,r) 
d u 

d y (u , v) 
dv 

d 2 y(u,v) 
du dv 


= ^ 00 -4- v <f>i 00 + v~ <p..' («) -i- v 3 00 + • • • 

= 00 + 2 00 + 3 & 00 + 00 + • • • 
= $V00 +2»jJ,'00 + 3»*jV(«) + 4 » , iV00 + . . . 


und werden diese Reihen in obige partielle Differential-Gleichung 
substituirt, mul alsdann die, auf beiden Seiten der Gleichung be¬ 
findlichen Coefficienten der gleich hohen Potenzen von v einander 
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gleich gesetzt, so kömmt mim zu nachfolgendem Systeme von Glei¬ 
chungen: 

2 *V 00 - Jf, 00 = V 00 

2 <pi 00 — & 00 = * sV 00 

2 </>3 00 — ^3 ('0 = T $V 00 

2 iV 00 — ^4 00 = i <p3 00 


aus welchem folgende Wcrthe für ( 11 ) , f^OO > 5^3 00 » f^»00 »• • • 
hervorgehen: 

& («)=y e 2 ^ c«) ^ 

i -r— 

M«) = u e J e ä ^'' 00^ 3 

i - / 

^ 00 = 2 — G e 'j e r oo du* 

i — r —— 

^4 00 = .7X078 C j e 2 ^ (4> ' / " i 


somit ist: 


—— „ 11 f ~ u 

<p{u,v')=<p{u')* <r>'(u)du+ v -. e —jc *{*"(«)<*«*+ 


+ 


r 3 e ! /•- 

Fi' H? J c 


e *(5"'00<*«*+••• 


Beachtet man nun dass : 


r r 1 d x F(x') 

— <?** 1 F(#) Ja,* = ~ ar - 

f/iT t/ (Ix 


ist, so hat man, ^ (?t , v) #-{-?/ mal differenzirend: 


f ^+3/ ^ e 2 


du* dv y 


2 y 


■je * {J(*+»)0 0< luV + ^-^rJ 


y+ l u 
*> 

e ~ 


2/+ 2 « 




+») 00 </«*+> + “ • -^r ^« 2 ^ (r+!,+2) 00 rfM» + * + 
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folglich ist: 


( d xJrV OmO 

( du r dv y 


■ i f. 

2 »J 


'* >£(*+») (?/) du\ 


0 , 0 


ein Ausdruck, in welchem nach verrichteter y maliger Integration stalt 
u Null gesetzt werden muss. 

Macht man nun von folgender, von Liouville herrührenden 
Formel Gebrauch: 



so erhält man: 


(-i>ro). 


<30 

/f (« + «0 




r _ n» «+« 

f (x , */) = - le ~ c^O r +y) (?/4-a) . f/a 

o 

oder endlich, weil man in diesem Ausdrucke // = 0 setzen kann: 

(-i)» r-i 

2» o-i y-J l 

o 

und dies ist das, mit der willkürlichen Function p (a) versehene 
Integrale der vorgelegten Differenzen - Gleichung. Bei gehöriger 
Speeialisirung dieser Function ^(a) erhält man das von Laplace 
angegebene Integrale. Soll der hier gegebene Werth von f(x , y) 
ganz tadellos sein, so muss die willkürliche Function <p(ct) so .ge¬ 
wählt werden, dass das bestimmte, innerhalb der Grenzen 0 und oo 
aufgestellte Integrale weder unbestimmt noch unendlich werde. Dass 
man durch Vertauschung von x und y ein zweites partic. Integrale 
erhält, versteht sich wohl von selbst. 

Wir glauben nicht schlossen * zu dürfen, ohne nochmals der 
schönen Arbeit Schlömilclfs „Theorie der Differenzen und 
Summen“ zu gedenken. Das Kapital in demselben „Integration mit 
Hilfe unendlicher Reihen“ (der Laplace’sehen fonction genera- 
trice) zeigt, wie nahe man bereits der Methode, die ich hier der 
kaiserlichen Akademie der Wissenschaften vorznlegen wagte, war. 


/‘O ♦ y) 


p( x +y) (a) . av— 1 da 







